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校正源方位存在偏差时的幅相误差顽健校正算法

王鼎，姚晖，吴瑛

(解放军信息工程大学 信息工程学院，河南 郑州 450002)

摘 要：针对校正源方位偏差会影响幅相误差校正精度这一问题，在假设校正源方位偏差的概率分布已知的条件

下，依据子空间拟合准则和 Bayesian 估计理论框架，给出了一种抑制校正源方位偏差的幅相误差顽健校正算法。

该算法可在无需估计校正源方位的情况下，通过计算某实对称矩阵最小特征值对应的特征向量获得幅相误差的顽

健估计。推导了参数估计的 CRB(Cramer-Rao bound)，分析了顽健算法的渐近性能以及 Cheng 方法在校正源方位

有偏差时的渐近性能。理论分析和仿真实验均表明：在一定条件下，所提出的算法的渐近性能可达到 CRB，并且

优于 Cheng 方法的渐近性能(当校正源方位有偏差时)。
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Robust algorithm for gain-and-phase errors estimation
against the direction deviations of calibration sources

WANG Ding, YAO Hui, WU Ying
(Institute of Information Engineering, PLA Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China)

Abstract: The direction deviations of the calibration sources would significantly degrade the calibration accuracy of

array gain-and-phase errors. Aiming to this problem, a robust calibration algorithm for gain-and-phase errors against the

location deviations was presented under the assumption that the prior probability distribution of the location deviation

was known. The idea of the robust algorithm was based on subspace fitting criterion and Bayesian estimation theory

framework. The gain-and-phase errors were obtained through calculating the eigenvector associated with the minimum

eigenvalue of some real symmetric matrix without estimating the locations of calibration sources. The closed-form

Cramér-Rao bound(CRB) for the unknown parameters was derived, and the asymptotic distributions of the robust

algorithm as well as the Cheng method were also given in the presence of direction deviations. Both the theory analysis

and the simulation experiments validate that the asymptotic performance of the robust algorithm can reach the CRB under

some moderate conditions and outperform the Cheng method when the location deviations exist.

Key words: active calibration；gain-and-phase errors；subspace fitting；Bayesian estimation；eigenvector；Cramér-Rao bound

1 引言

众所周知，基于特征空间和最大似然(ML)方法

的超分辨率波达方向(DOA)估计算法会受到阵列误

差的影响[1～3]，因此阵列误差校正引起了人们的广泛

研究兴趣。在该领域中，一类重要的研究方向是将

阵列误差校正问题转化为参数估计问题，而这种参

数化的阵列误差校正方法又可分为 2 大类：第 1 类
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是有源校正方法[4～7]，即利用方位已知的校正源对

阵列误差参数进行离线估计；第 2 类是自校正方法
[8～12]，即依据某种准则将信源方位和阵列误差参数

进行联合优化，可在估计信源方位的同时完成阵列

误差的在线估计。虽然 2 类方法各有优势，但相比

而言，有源校正能够获得更高的校正精度，这是因

为在自校正方法中，较多的未知参量会导致 CRB

的增加，并且联合优化对应的多模非线性函数很难

保证优化算法的全局收敛性，更为重要的是，信源

方位和阵列误差参数之间往往相互耦合，使得自校

正中参数估计的可辨识性比有源校正更难得到保

证[10,13]，本文主要讨论有源校正方法。

在各种阵列误差中，幅相误差是最常见的一种

误差形式，根据是否依赖信源方位变化，可将其分

为“方位依赖幅相误差[14]”和“不依赖方位的幅相

误差”，本文主要针对后者进行讨论，而在该领域

中已有很多文献报道。例如，Weiss[9]等人提出了一

种基于特征空间的幅相误差自校正算法，王布宏[11]

等人提出了一种多径条件下基于均匀线阵(ULA)的

幅相误差自校正算法，由于这 2 种算法都涉及到求

解多模非线性优化问题，因此局部收敛是它们需要

克服的问题。此外，针对 ULA 流型的 Vandermode

特性，韩芳明[8]等人提出了一种无需迭代的幅相误

差自校正算法，李有明[12]等人对该算法进行了改

进，并给出一种性能更优的方法。尽管它们都可以

避免迭代运算，但是该类方法要求信源统计独立，

此外，为了克服 ULA 中信源方位和阵列相位误差

之间的参数耦合问题，通常需要增加辅助阵元[15,16]

或方位已知的外置信源。为了避免自校正方法中的

缺点，学者们提出了很多幅相误差有源校正算法。

例如，Fuhrman[4]提出了一种基于 ML 准则的幅相误

差有源校正算法，其中假设理想阵列协方差阵已

知。Soon[5]等人提出了一种基于子空间的幅相误差

有源校正方法(文中称为 Soon 方法)，该方法通过计

算某 Hermite 矩阵的特征向量获得幅相误差估计。

Cheng[6]等人基于子空间拟合理论，提出了一种基于

噪声子空间拟合的幅相误差估计方法(文中称为

Cheng 方法)，该方法也是通过计算某 Hermite 矩阵

的特征向量获得幅相误差估计，但相比 Soon 方法，

它可获得渐近最优估计，并且在高斯随机信源条件

下，其渐近性能可达到 CRB。需要指出的是，上述

有源校正方法都未针对校正源方位有偏差的情况

进行深入讨论，但在实际工程应用中，校正源方位

偏差是难以避免的。一种最直接的处理方式是利用

估计出的幅相误差修正流型向量，并通过超分辨率

算法重新估计校正源方位，再利用方位的估计值更

新幅相误差，按照此过程反复迭代直至收敛。这种

处理方式趋于将有源校正问题转化为自校正问题，

难免出现自校正方法中的一些缺点。由于校正源是

人们主动放置的，因此校正源方位偏差尽管难以避

免但却可以得到一定控制，因此不妨假设校正源方

位偏差较小并且先验分布已知，于是可根据子空间

拟合和 Bayesian 估计的理论框架[17,18]，给出一种抑

制校正源方位偏差的幅相误差顽健校正算法，该算

法能在一定程度上克服校正源方位偏差的影响(无

需将其估计)，并且也仅通过计算某实对称矩阵特征

向量即可获得幅相误差的顽健估计。理论分析和仿

真实验均表明，在大样本和方位偏差较小的条件下

(在有源校正中通常可以实现)，文中算法的渐近性

能可达到 CRB，并且优于 Soon 方法和 Cheng 方法

的性能。

在讨论主题前，这里定义一些符号：〓和 °分

别表示矩阵的 Kronecker 积和 Hadamard 积(即对应

元素相乘)；vec[ ]· 表示矩阵向量化算子；vecd[ ]· 表

示提取矩阵对角元素构成的列向量；diag[ ]· 表示用

向量元素构成对角矩阵； bdiag[ ]· 表示由矩阵(或向

量)作为对角元素构成的块状对角矩阵； tr( )· 和

det[ ]· 分别表示矩阵的迹和行列式；As ( )N a C, 表示

渐近服从均值向量为 a，方差阵为C 的高斯分布；

( )o ε 和 ( )O ε 分别表示 ε 的高阶无穷小和等价无穷

小，而 ( )Po ε 和 ( )PO ε 在概率意义下分别与 ( )o ε 和

( )O ε 具有相同的含义。

2 阵列信号模型和相关假设

考虑具有任意结构的m 元阵列，各阵元之间存

在幅相误差，现在阵列远场处有 d 个不相干的校正

源以平面波的方式入射，则阵列的输出响应为
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式中 ( )tn 为复圆空时高斯白噪声向量， ( )ts 为校

正源复包络向量，这里假设它也服从时域白的复

圆高斯分布，并且与 ( )tn 统计独立， 0 0＝ ＝B ΓA

（ ） （ ） （ ）01 02 0dθ θ θ［ ］  b b b… 为阵列方向矩阵，其
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中， （ ） （ ）0 0k kθ θ＝b Γa 为阵列流型向量， 0 ＝A

（ ） （ ） （ ）01 02 0dθ θ θ［ ］  a a a… 为无幅相误差时的阵

列方向矩阵，其中， （ ）0kθa 为无幅相误差时的阵列

流型向量， 0kθ 表示第 k 个校正源方位的标称值(即

人们主观设定的信源方位值)，定义校正源方位的标

称向量 [ ]T

0 01 02 0dθ θ θ＝θ … ， [ ]diag＝Γ τ 为幅

相误差对角矩阵，其中， [ ]T

1 2 mτ τ τ＝τ … 中的

元素表示各阵元的幅相误差，为了便于后续分析，

这 里 需 要 定 义 关 于 幅 相 误 差 的 实 向 量

﹛ ﹜ ﹛ ﹜ TT TRe Im［ ］＝   μ τ τ 。根据式(1)可知阵列协方

差阵为

（ ） （ ）H H 2
0 0E mt t σ［ ］＝ ＝ ＋  xx ssR x x B R B I (2)

式中 （ ） （ ）HE t t［ ］＝   ssR s s 为信源协方差阵， 2σ 为噪

声功率。现对 xxR 进行特征分解，则其特征值按照

由大到小的顺序可假设为

2
1 2 1 2d d d mλ λ λ λ λ λ σ＋ ＋＞ ＝ ＝ ＝ ＝… …≥ ≥ ≥ (3)

若令上述 d 个大特征值对应的单位特征向量分

别为 1 2 de e e…， ， ， ，m d－ 个小特征值对应的

单位特征向量分别为 1 2d d m＋ ＋e e e…， ， ， ，并记

[ ]S 1 2 d＝E e e e… 和 [ ]N 1 2d d m＋ ＋＝E e e e… ，

则它们张成的子空间分别称为信号子空间和噪声

子空间，相应的正交投影矩阵分别为

0

0

H
S S S 0
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N N N S 0m m

⊥

 ＝ ＝ ＝
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(4)

在实际计算中，由式(2)确定的理想协方差阵是无法

获得的，其误差来源有2 个方面：第一是有限样本的影

响；第二是校正源方位的真实值 [ ]T

1 2 dθ θ θ＝θ …

与标称值 0θ 之间存在一定偏差，此时的阵列协方差

阵可表示为

ˆ ＝xxR
Hˆ ＋ssBR B ˆ ＋snBR H Hˆ ＋snR B ˆ

nnR (5)

式中 B是将 0B 中的方位标称值替换为真实值所得

到的矩阵，而其余 3 个矩阵分别为
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式中 N 为样本点数。若对 ˆ
xxR 进行特征分解，则仍

可得到 d 个大特征值和m d－ 个小特征值，相应的

单 位 特 征 向 量 分 别 记 为 1̂ ,e 2
ˆ , ,e … ˆ

de 和

1
ˆ ,d ＋e 2

ˆ , ,d ＋e … ˆ
me ， 若 记 S 1

ˆ ˆ[＝E e 2
ˆ , ,e … ˆ ]de 和

N 1
ˆ ˆ[ ,d ＋＝E e 2

ˆ , ,d ＋e … ˆ ]me ，则相应的正交投影矩阵分

别为
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无论是有限样本或是校正源方位偏差，它们都

会影响阵列误差的校正精度，其中，有限样本所导

致的参数估计均方误差为 （ ）1O N [19]，而校正源方

位偏差所导致的参数估计误差为 0( )O －θ θ (这里θ

和 0θ 的单位均为弧度)。显然，前者的度量具有统计

意义，因为它并不会随单次实验中阵列接收数据的

不同而发生改变，但后者的度量则是一种确定性误

差，它会随校正源真实方位数值的不同而发生改变，

因此后者缺乏统计或平均意义。然而在实际应用中，

具有统计意义的度量才是人们更为关注的，也正因

如此，大量文献在分析阵列模型误差影响下高分辨

率方位估计算法的性能时，都将其中的模型误差假

设为服从一定概率分布的随机变量，从而推导出相

应的统计度量(例如均方误差[1,2]、估计偏置[1,2]或分辨

概率[3]等参数)。尽管本文与上述文献讨论的参数对

象并不相同，但分析方法相通，由于这里所估计的

参数是阵列幅相误差，因此校正源方位偏差反而成

为了一种模型误差，于是这里不妨将真实校正源方

位θ 看成是未知的随机变量，并且它是在标称值 0θ

基础上发生随机扰动。由于校正源是人们主观控制

或放置的，因此不妨假设该随机扰动的概率分布已

知，并且是服从均值为零，方差阵为Σ 的高斯分布，

此时由校正源方位偏差所导致的参数估计均方误差

为 ( )O Σ 。值得一提的是，这里虽然将θ 看成是未知

的随机变量，但并是指在单次参数估计实验中θ 会不

停地发生变化，在单次实验中θ 是保持不变的，它的

随机性仅体现在不同实验之间所发生的随机变化。

需要指出的是，由于本文的目的是为了能够给

出抑制校正源方位偏差的顽健校正算法，从而避免

对校正源方位和阵列误差参数进行联合估计，因此

这里不妨假设校正源方位偏差较小。此外，由于文

中同时考虑有限样本和校正源方位偏差的影响，因

此这里不妨认为校正源方位偏差的方差阵 Σ 与

†
0B

†
0B
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1 N 是可比较的，或同一量级的，即有 (1 )O N＝Σ

或者 N＝Σ Σ ，其中， Σ 与 N 无关。尽管实际情

况与该假设条件未必完全吻合，但研究这种条件下

的顽健校正算法是具有一定理论意义的。事实上，

对于有源校正而言，由于校正源是人为放置，并且

对实时性的要求相对较低，因此往往可考虑大样本

或高信噪比的情况，此时若校正源方位偏差足够小

使得 (1 )o N＝Σ ，即相比有限样本的影响，校正源

方位偏差的影响可近似忽略，此时的问题在渐近意

义下可近似等效为校正源方位精确已知时的幅相

误差有源校正问题；若校正源方位较大使得
1 (1 )o N－ ＝Σ ，即相比有限样本的影响，校正源方

位偏差的影响占据主导，此时不妨考虑将幅相误差

和信源方位进行联合估计，即将问题直接转化为自

校正问题，于是文中仅考虑 (1 )O N＝Σ 的情况。最

后值得一提的是，上述分析方法与文献[17]中提出的

基于贝叶斯(Bayesian)准则的顽健自校正方法的分析

方式类似，文献[17]中是将阵列流型的扰动参数看作

是未知的随机变量，其最终目的是为了顽健的估计信

源方位，而本文则是将校正源方位看作是未知的随机

变量，其最终目的是为了顽健的校正阵列误差。

3 幅相误差有源校正算法

3.1 校正源方位无偏差

尽管本文的重点在于讨论校正源方位有偏差

时的幅相误差顽健校正算法，但这里有必要首先引

出校正源方位精确已知时的校正算法。在高斯信源

条件下，幅相误差的渐近最优估计可通过求解如下

“嵌入式”最大似然函数获得[6,19]，即有

UML UMLˆ arg min ( )f＝
τ

τ τ

（ ）（ ）0 0 0

2ˆ ˆarg min ln det σ ⊥＝ ＋B xx B B
τ

Π R Π Π (8)

式中 （ ）
0

2 1 ˆˆ tr
m d

σ ⊥＝
－ B xxΠ R 。显然，式(8)中关于 τ 的

形式较为复杂，非线性程度很高，无法给出其闭式

解，为此可通过子空间拟合理论构造如下渐近等价

的目标函数[6,19]：

（ ） （ ）H
NSF NSF 0 N 0

ˆˆ arg min arg min trf＝ ＝
τ τ

τ τ B Π B U

（ ）（ ）TH H
N 0 0

ˆarg min＝
τ
τ Π A UA τ° (9)

式中 †
0＝U B 2 1 H

S S S S
－E Λ Λ E †

0B
H 为最优加权矩阵，其

中， 2
S S dσ＝ －Λ Λ I 和 [ ]S 1 2diag dλ λ λ＝Λ … 。

式 (9) 中 的 第 2 个 等 式 利 用 了 矩 阵 恒 等 式

（ ） （ ）H H T
1 2 1 2tr ＝Λ X ΛX δ X X δ° ，其中， [ ]vecd＝δ Λ 。

由于式(9)中的加权矩阵U 也是关于 τ 的矩阵函数，

因此严格来说，式(9)并不是关于 τ 的二次优化问

题，但U 可用其一致估计 Û 代替，而不影响其渐近

性能，此时式(9)就可看成是关于 τ 的二次优化问

题，并且其最优解为Hermite矩阵 NΠ̂ ° （ ）T
H

0 0
ˆAUA 最

小特征值对应的特征向量。基于上述分析可给出如

下幅相误差校正的 2 步估计算法。

步骤 1 计算 Hermite 矩阵 （ ）TH
N 0 0Π̂ A A° 最小

特征值对应的首一特征向量，从而获得 τ 的初始且

一致估计 0τ̂ ，基于此计算U 的一致估计 Û 。

步骤 2 计算 Hermite 矩阵 NΠ̂ ° （ ）T
H

0 0
ˆAUA 最

小特征值对应的首一特征向量，从而获得 τ 的估计

值 NSFτ̂ 。

需要指出的是，上述算法即为文献[6]中的

Cheng 方法(尽管表述形式不尽相同)，其中加权矩

阵U 是为了提高有限样本条件下的参数估计性能，

并使其渐近性能达到 CRB，而当U 取单位阵时，即

可等效为文献[5]中 Soon 方法(尽管表述形式也不尽

相同)。文献[6]中的仿真实验也验证了 Cheng 方法

的校正精度优于 Soon 方法，尤其是在低信噪比和

校正源时域相关性较大的情况下。

3.2 校正源方位有偏差

本节将讨论校正源方位有偏差时的情况，根据

Bayesian 估计的理论框架[17,18]以及第 2 节中的假设可

构造关于τ 和θ 的“嵌入式”最大后验(MAP)估计器：

﹛ ﹜ （ ） （ ） （ ）

（ ）（ ）

T 1
UML 0 0

2

ˆˆ, arg min , 2

ˆ ˆargmin ln det

Nf

N σ

－

⊥

＝ ＋ － －

＝ ＋ ＋

τ θ

B xx B B
τ θ

τ θ τ θ θ θ Σ θ θ

Π R Π Π

，

，

（ ） （ ）T 1
0 0 2－－ －θ θ Σ θ θ (10)

显然，式(10)中关于 τ 和 θ 的形式非常复杂，

类似于第 3.1 节，上述 MAP 估计器可由式(11)替代

而不影响其渐近性能：

﹛ ﹜ （ ） （ ） （ ）T 1
NSF 0 02

ˆˆ, argmin , 2
N

f
σ

－＝ ＋ － －
τ θ

τ θ τ θ θ θ Σ θ θ
，

（ ） （ ） （ ）TH 1
N 0 02

ˆarg min tr 2
N

σ
－＝ ＋ － －

τ θ
B Π BU θ θ Σ θ θ

，

（ ） （ ） （ ）TH 1
N 0 0

ˆarg min tr 2－＝ ＋ － －
τ θ

B Π BU θ θ Σ θ θ
，

(11)
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式中 2σ －＝U U。类似于式(9)，式(11)中的U 也可由

其一致估计值 Û 代替而不影响其渐近性能。虽然式

(11)可看成是关于 τ 的二次函数，但由于未知参量

θ 的存在，使得 τ 的最优解无法直接获得。为了简

化计算，这里不妨采用文献[17,18]中所谓“嵌入式”

的处理方式减少未知参量的个数。注意到式(11)第

3 个等式右边第 2 项是关于 θ 的二次函数，但第 1

项相对复杂，为此可通过 Taylor 级数展开的方法

将其转化为关于 θ 的二次函数，此时即可获得关

于 θ 的最优闭式解，再将该闭式解代入原式中即

可得到仅关于 τ 的优化函数，从而实现 θ 和 τ 的

去耦合估计。首先根据矩阵恒等式 （ ）1 2 3 4tr X X X X

（ ） （ ） （ ）T T T
4 3 1 2vec vec＝ · 〓 ·X X X X 可将式(11)转化为

﹛ ﹜ （ ） （ ）TH 1
0 0

ˆ ˆˆ argmin 2－＝ ＋ － －
τ θ

τ θ b Vb θ θ Σ θ θ
，

， (12)

式中 ˆ ＝V T
N

ˆ ˆ〓U Π 和 （ ）vec＝b B 。若对 b在 0θ 处进

行一阶 Taylor 展开可得

（ ）0 0≈ ＋ －θb b D θ θ (13)

式中

（ ）

（ ） （ ） （ ）
0 0 0

0 0

1 2

01 02 0

vec

bdiag

d

d

θ θ θ

θ θ θ

＝ ＝ ＝

 ＝

 ［ ］∂ ∂ ∂   ＝ 

∂ ∂ ∂     


［ ］＝    

…

〓 〓 〓…

θ

θ θ θ θ θ θ

b B

b b b
D

b b b

(14)

其中， （ ） （ ）θ θ θ＝ ∂ ∂b b〓 。将式(13)代入式(12)不难

获得θ 的最优闭式解为
1

opt 0
ˆ ˆ ˆ－＝ －θ θ T t (15)

式中

﹛ ﹜
﹛ ﹜

H 1

H
0

ˆRe 2

ˆˆ Re

－ ＝ ＋
 

＝ 

θ θ

θ

D VD Σ

t D Vb
(16)

再将式(13)和式(15)代入式(12)即可得仅关于

τ 的优化问题
H

MAP NSF 0 0
ˆˆ arg min－ ＝ －

τ
τ b Vb Tt̂ 1ˆ ˆ－T t (17)

显然，式(17)中的第 1 项即为 Cheng 方法的目

标函数(见式(9))，第 2 项则是为了抑制校正源方位

偏差。另一方面，式(17)中的向量 0b ，t̂ 以及矩阵 T̂

都是关于 τ 的函数，其中， 0b 是 τ 的线性函数，而

t̂ 和 T̂ 是 τ 的二次函数，这是因为其中包含的 θD 是

τ 的线性函数(见式(16))。因此式(17)并不是关于 τ

的二次函数，难以给出其闭式解，但进一步分析可

知， t̂ 和 T̂ 中的 θD 可由其一致估计 ˆ
θD (即其中的

τ 替换为一致估计 τ̂ )代替而不影响式(17)的渐近性

能，即有如下命题。

命题 1 令 H T
1 0 0

ˆ ˆJ ＝ －b V b t 1ˆ ˆ－T t 和 H
2 0J ＝ b

0
ˆ －Vb Tˆ̂t 1ˆ ˆˆ ˆ－T t ，其中， ˆ̂t 和

ˆ̂
T 是将 θD 由其一致估计

ˆ
θD 代替 (即将 τ 替换为一致估计值 τ̂ )，并记

1 1ˆ arg min J＝
τ

τ 和 2 2ˆ arg min J＝
τ

τ ， 则 有 lim
N→＋∞

1ˆ(N －τ 2ˆ ) ＝τ 0 或者 1ˆ ＝τ （ ）2ˆ 1po N＋τ 。

证明 为了便于描述，下面用幅相误差的实向

量 ﹛ ﹜ ﹛ ﹜ TT TRe Im［ ］＝   μ τ τ 代替复向量 τ 进行讨论。

根据文献[19]可知这里需要证明下面 2 个关系式：

（ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ） （ ）

1 2

2 2
1 2

a 1

b lim 0

P

N

J J
o N

i i

J J

i j i j→＋∞

∂ ∂ － ＝ ∂ ∂
   ∂ ∂ － ＝     ∂ ∂ ∂ ∂   

μ μ

μ μ μ μ

(18)

首 先 根 据 矩 阵 恒 等 式 （ ）1 2 3vec ＝X X X

（ ）T
3 1〓 ·X X （ ）2vec X 可得

0V̂b （ ） （ ）T
N 0

ˆ ˆ vec＝ 〓U Π B （ ） （ ）N 0
ˆˆvec 1PO N＝ ＝Π B U

(19)

于 是 有 （ ）ˆ 1PO N＝t 和 ˆ̂ ＝t （ ）ˆ 1Po N＋t

（ ）1PO N＝ ，进一步可得

T 1ˆˆ ˆˆ －t T （ ） （ ）T 1ˆˆ 1 1P Po N O N－＝ ＋ ＝t T (20)

从而有

（ ）
T 1

ˆ
ˆˆ

i
－ ∂

＝
∂
t

t T
μ

T 1ˆˆ －t T
（ ）

H

0
ˆRe

i

 ∂  ＋  
∂   

θD Vb
μ

　

T 1ˆˆ －t T
（ ）

H 0ˆRe
i

 ∂ 
  

∂   
θ

b
D V

μ
　

T 1ˆˆ －＝ t T
（ ） （ ）H 0ˆRe 1PO N
i

 ∂  ＋  
∂   

θ

b
D V

μ
　

（ ） （ ）T 1
ˆ̂

ˆˆ 1Po N
i

－ ∂
＝ ＋

∂
t

t T
μ

　

（ ） （ ）T 1
ˆ̂

ˆˆ ˆˆ 1Po N
i

－ ∂
＝ ＋

∂
t

t T
μ

　

（ ）
T 1

ˆ
ˆˆ

i
－ ∂
∂
T

t T
μ

（ ） （ ）1ˆ ˆ 1 1P PO N o N－ ＝ ＝T t

(21)

T̂
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于是有

（ ） （ ）
1 2J J

i i

∂ ∂
－

∂ ∂μ μ
T 1ˆˆ ˆˆ2 －＝ t T

（ ）
ˆ̂

i

∂
－

∂
t

μ （ ）
T 1

ˆ
ˆˆ2

i
－ ∂

＋
∂
t

t T
μ

（ ）
T 1

ˆ
ˆˆ

i
－ ∂
∂
T

t T
μ

（ ）1ˆ ˆ 1Po N－ ＝T t (22)

另一方面，因为

ˆlim
N→＋∞

＝t ˆ̂lim
N→＋∞

＝t 0 　

ˆlim
N→＋∞

T
ˆ̂

lim
N→＋∞

＝ T 　

（ ） （ ）
H

0

ˆ
ˆlim lim Re

N Ni i→＋∞ →＋∞

 ∂∂  ＝ ＋  
∂ ∂   

θDt
Vb

μ μ
　

（ ）
H 0ˆlim Re

N i→＋∞

 ∂ 
  

∂   
θ

b
D V

μ
　

（ ） （ ）
H 0

ˆ̂
Re lim

Ni i→＋∞

 ∂ ∂ ＝ ＝  ∂ ∂   
θ

b t
D V

μ μ
　

(23)

于是有

（ ） （ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）

2 2
1 2

1

lim

ˆ
ˆ2 lim 0

N

N

J J

i j i j

j i j i

→＋∞

－

→＋∞

  ∂ ∂
－    ∂ ∂ ∂ ∂  

  ∂ ∂ ∂ ∂
＝ － ＝    ∂ ∂ ∂ ∂  

μ μ μ μ

t
T

μ μ μ μ
(24)

结合式(22)和式(24)可知式(18)成立，于是命题

1 成立，证毕。

根据命题 1可将式(17)看成关于 τ 的二次函数，

但与式(9)不同的是，式(17)无法表示成复向量 τ 的

二次型，只能表示成实向量 μ的二次型，并且有

MAP NSFˆ －μ ﹛ ﹜T H ˆarg min Re＝ ·
μ
μ Φ VΦ

T Tˆ̂－μ μ W 1ˆ̂ －T
ˆ̂ ＝Wμ T ˆμ Mμ (25)

式中 ˆ ＝M ﹛ ﹜H ˆRe －Φ VΦ Tˆ̂
W 1ˆ̂ －T

ˆ̂
W ，其中

ˆ̂ ＝W HˆRe{ θD ˆ }VΦ ，

（ ） （ ）
（ ） （ ）

（ ） （ ）

01 01

02 02

0 0

diag i diag

diag i diag

diag i diagd d

θ θ

θ θ

θ θ

［ ］［ ］ ［ ］·      
［ ］ ［ ］·      ＝   

  
  ［ ］ ［ ］·      

a a

a a
Φ

a a

  
(26)

显然，式(25)的解 MAP NSFˆ －μ 即为实对称矩阵 M̂

的最小特征值对应的特征向量，进一步可获得 τ 的

最优解 MAP NSFˆ －τ 。基于上述分析可给出校正源方位

有偏差时的 2 步估计顽健算法。

步骤 1 利用 Cheng 方法获得 τ 的初始且一致

估计 0τ̂ ，并基于此计算 θD 的一致估计 ˆ
θD ；

步骤 2 计算实对称矩阵 ˆ ＝M ﹛ ﹜H ˆRe －Φ VΦ

Tˆ̂
W 1ˆ̂ －T

ˆ̂
W 的最小特征值对应的特征向量，从而获

得实向量 μ的估计值 MAP NSFˆ －μ ，进一步得到复向量

τ 的估计值 MAP NSFˆ －τ 。

与 Cheng 方法和 Soon 方法相类似，文中的顽

健算法也仅是通过计算某矩阵的特征向量获得幅

相误差的估计，除此以外并未带来其他繁琐的运

算，因此仍保留了有源校正算法在计算量上的优

势，在第 5 节的仿真实验将验证该算法对校正源方

位偏差起到的抑制作用。

4 幅相误差估计的 CRB 和算法的渐近性能

分析

4.1 幅相误差估计的 CRB

4.1.1 校正源方位无偏差

这里考虑校正源方位无偏差的情况，在高斯信

源条件下，所有未知参量包括 μ， ssR 和 2σ ，它们

都是确定而未知的参数，若将其中所有的实参数包

含在η中，则根据文献[19]中的结论可知关于η的单

样本 Fisher 信息矩阵中的元素为

（ ） （ ）11
CRBi j i j

N
－＝η ηF ， ，

（ ） （ ）
1 1tr

i j
－ －  ∂ ∂

＝     ∂ ∂  
xx xx

xx xx

R R
R R

η η
(27)

由于这里重点关心 μ的 CRB，而 μ又是方向矩

阵 0B 中的未知参数，于是根据文献[20]中的结论可

进一步推得仅关于 μ的单样本 Fisher 信息矩阵中的

元素为

（ ） （ ）11
CRBi j i j

N
－＝μ μF ， ，

（ ） （ ）
H
0 0

N2Re tr
i j

   ∂ ∂ ＝       ∂ ∂     

B B
Π U

μ μ （ ） （ ）
H
0 02Re
i j

 ∂ ∂ ＝   
∂ ∂   

b b
V

μ μ

(28)

式中 T
N

ˆlim
N→＋∞

＝ ＝ 〓V V U Π 。根据式(28)可推得 μF

的闭式表示为

Tˆ̂t 1ˆ̂ －T
ˆ̂t Tt̂
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（ ）（ ）﹛ ﹜ （ ）（ ）﹛ ﹜
（ ）（ ）﹛ ﹜ （ ）（ ）﹛ ﹜

T TH T H T
N 0 0 N 0 0

T TH T H T
N 0 0 N 0 0

Re Im

2
Im Re

m m m m

m m m m

［ ］－  
  ＝
  
    

μ

I Π A UA I I Π AUA I

F
I Π A UA I I Π A UA I

〓 〓 〓 〓° °

〓 〓 〓 〓° °
(29)

式中 [ ]1 1m m m－ －＝I 0 I〓 ， mI〓 的出现是因为 Γ 的第一个对角元素为 1，此时相应于该元素的 CRB 是无需考虑

的。再结合矩阵恒等式

﹛ ﹜ ﹛ ﹜
﹛ ﹜ ﹛ ﹜

﹛ ﹜ ﹛ ﹜
﹛ ﹜ ﹛ ﹜

1 11

1 1

Re ImRe Im

Im Re Im Re

－ －－

－ －

［ ］－［ － ］   ＝          

X XX X

X X X X
(30)

可得关于 μ的 CRB 显式表示为

（ ）（ ） （ ）（ ）
（ ）（ ） （ ）（ ）

1 1
T TH T H T

N 0 0 N 0 0

1

1 1
T TH T H T

N 0 0 N 0 0

Re Im
1 1

CRB
2

Im Re

m m m m

m m m m

N N

－ －

－
－ －

［ ］   ［ ］ ［ ］－                    ＝ ＝      ［ ］ ［ ］                      

〓 〓 〓 〓° °

〓 〓 〓 〓° °
μ μ

I Π A UA I I Π A UA I

F

I Π A UA I I Π AUA I

(31)

需要指出的是，尽管文献[6]中也讨论了幅相误差

估计的 CRB，但其中并未给出其矩阵形式的闭式

表达式。

4.1.2 校正源方位有偏差

这里考虑校正源方位有偏差的情况，相比于

第 4.1.1 节，这里需要增加考虑未知且随机的实参

量 θ 。若令
TT T［ ］＝   ρ μ θ ，则根据文献[17,18]中

的结论可知关于 ρ的单样本 Fisher 信息矩阵中的

元素为

（ ） （ ）

（ ） （ ） （ ） （ ）

1

H
10 0

N

1
CRB

2Re tr

i j i j
N

i j i j
i j

－

－

＝

   ∂ ∂ ＝ ＋      ∂ ∂     

ρ ρF

B B
Π U Σ Δ

ρ ρ

， ，

， ，

（ ） （ ） （ ） （ ）
H

10 02Re i j i j
i j

－ ∂ ∂ ＝ ＋  
∂ ∂   

b b
V Σ Δ

ρ ρ
， ， (32)

式中 Δ是 0-1 矩阵，并且仅在位于右下角 d d× 阶

子矩阵中的元素全为 1，其余元素全为 0。根据式

(32)可知 Fisher信息矩阵中关于 μ的子矩阵块 μμF

仍由式(29)表示，但关于 θ 的子矩阵块 θθF 可表示

为

（ ）﹛ ﹜H T 1
0 N 02Re 2－＝ ＋ ＝θθF B Π B U Σ T〓 〓 ° (33)

式 中 ﹛ ﹜H 1ˆlim Re 2
N

－

→＋∞
＝ ＝ ＋θ θT T D VD Σ 和 0 ＝〓B

（ ） （ ） （ ）01 02 0dθ θ θ［ ］  
〓 〓 〓…b b b ，而 μ 和 θ 的互矩阵

块为

（ ） （ ）（ ）﹛ ﹜
（ ） （ ）（ ）﹛ ﹜

TH
N 0 0

T

TH
N 0 0

Re

2
Im

m

m

［ ］
  
  ＝ ＝
  
    

μθ θμ

I Π B UA

F F
I Π B UA

〓 〓 °

〓 〓 °
(34)

在校正源方位有偏差的情况下， μ的 CRB 可表示为

（ ） 11 T1
CRB

N

－－＝ －μ μμ μθ θθ μθF F F F (35)

利用式(29)、式(33)和式(34)即可对其进行计算，只

是这里无法给出类似于式(31)这般很简明的闭式形

式。另一方面，由于 1 T－
μθ θθ μθF F F O≥ ，于是有

CRB CRBμ μ≥ ，即未知参量 θ 的引入导致了幅相

误差估计 CRB 的增加。

4.2 算法的渐近性能分析

当校正源方位无偏差时，根据文献[6]和文献

[19]中的结论可知 Cheng 方法是渐近有效的，即在

大样本条件下，其性能可以达到 CRB，因此式(31)

即为 Cheng 方法的渐近性能预测值。当校正源方位

有偏差时，本节将讨论 3 个问题：1)文中顽健算法

的渐近性能预测值；2)Cheng 方法的渐近性能预测

值；3)2 种方法的性能比较。这 3 个问题的相关结

论将以如下命题的形式给出。

命题 2 将文中顽健算法的结果记为 Robustμ̂ ，则在

大样本条件下满足 （ ）Robustˆ AsN N－ ∈μ μ （ ）Robust,0 C ，

其中， Robust CRBN＝ μC 。

命题 2 意味着文中顽健算法在大样本条件下的

性能可达到 CRB，即它是渐近最优的。命题 2 的证
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明相对复杂，但仔细分析可知，文献[17]中关于方

位估计顽健算法的渐近最优性的证明过程完全适

用于此，只是其中变量的物理意义不同而已，因此

这里就不再叙述，第 5 节的仿真实验也将验证顽健

算法的渐近最优性。

命题 3 将 Cheng 方法的结果记为 Chengμ̂ ，则在

大样本条件下满足 （ ）Chengˆ AsN N－ ∈μ μ （ ）Cheng,0 C ，

其中

1 1 T 1
Cheng

－ － －＝ ＋μμ μμ μθ μθ μμC F F F ΣF F (36)

限于篇幅考虑，这里忽略命题 3 的证明，第 5

节的仿真实验将验证其正确性。

命题 4 基于命题 2 和命题 3 的定义可得

Robust ChengC C≤ 。

证明 记 T 1 1－ －＝ － －θθ μθ μμ μθΩ F F F F Σ ，并令 ρ́F

表示在 θ 的概率分布未知条件下，关于向量
TT T［ ］＝   ρ μ θ 的单样本 Fisher 信息矩阵，则Ω即为

μμF 在 ρ́F 中的 Schur 补矩阵[21]，由 ρ́F O≥ 和 ＞μμF O

可知 Ω O≥ [21] ，进一步得 （ ） 1T 1 －－－θθ μθ μμ μθF F F F

Σ≤ ，再根据矩阵求逆恒等式

（ ）

（ ）

1

1 2 3 4

11 1 1 1 1
1 1 2 3 4 1 2 4 1

－

－－ － － － －

＋

＝ － ＋

X X X X

X X X X X X X X X (37)

可得

（ ）
（ ）

11 T
Robust

11 1 T 1 T 1

1 1 T 1
Cheng

－－

－－ － － －

－ － －

＝ －

＝ ＋ －

＋ ＝

μμ μθ θθ μθ

μμ μμ μθ θθ μθ μμ μθ μθ μμ

μμ μμ μθ μθ μμ

C F F F F

F F F F F F F F F

F F F ΣF F C≤ (38)

根据命题 2 至命题 4 可知，当校正源方位有偏

差时，文中顽健算法在大样本条件下是渐近最优

的，并且性能优于 Cheng 方法。

5 仿真实验

在进行仿真实验前，这里先做出几点说明：1)

下面的仿真实验不仅比较了 Soon 方法[5]，Cheng 方

法[6]以及文中顽健算法在校正源方位有偏差时的仿

真结果，还给出 Soon 方法和 Cheng 方法在校正源

方位无偏差时的仿真结果；2)图 1 至图 3 中的离散

点表示各种算法通过仿真实验的统计结果，而 3 条

连续曲线则代表相应的理论预测值(曲线)，其中包

括 Cheng 方法在有、无方位偏差时的性能预测值(式

(31)和式(36))以及文中顽健算法的性能预测值(式

(35))，其中根据式(31)和式(35)所给出的曲线即为相

应的 CRB 曲线；3)图 1 至图 7 中参数估计均方根误

差的数值都是进行了2 000次Monte Carlo独立实验

的统计结果；4)给出幅相误差估计均方根误差ε τ 的

定义：设第m 次实验估计出的阵列幅相误差向量为

（ ）mτ ，则有 （ ） 22 000

1 2
ˆ 2000m

m
ε

＝
＝ －∑τ τ τ 。

5.1 比较算法的幅相误差校正精度

本节将比较 3 种算法的幅相误差校正精度。假设

阵列流型为 8 元均匀线阵，相邻阵元间距为半波长，

各阵元的幅度因子分别为 1.00，0.94，1.16，0.86，1.24，

1.19，0.91和0.89，相位误差因子分别为0.00º，−12.66º，

18.24º，−12.45º，−8.22º，5.29º，−14.72º和−15.58º，

现有 2 个等功率校正源同时到达该阵列，其方位(与

线阵夹角)标称值分别为 36º和 60º，校正源方位扰动

方差阵为 [ ]diag 0.01 0.01 N＝Σ (单位为 rad2)，即

有 [ ]diag 0.01 0.01＝Σ 。首先固定校正源信噪比为

12dB，校正源时域相关系数为 0.8，图 1 给出了幅

相误差估计均方根误差随样本点数的变化曲线；接

着固定样本点数为 600，校正源时域相关系数为

0.8，图 2 给出了幅相误差估计均方根误差随校正源

信噪比的变化曲线；最后固定校正源信噪比为

12dB，样本点数为 600，图 3 给出了幅相误差估计

均方根误差随校正源时域相关系数的变化曲线。

从图 1 至图 3 中可以看出：1)当校正源方位无偏

差时，Cheng 方法的性能始终优于 Soon 方法，并且

Cheng 方法的数值统计性能与式(31)给出的理论曲线

吻合得较好；2)当校正源方位有偏差时，Cheng 方法

和 Soon 方法的性能都会受到较大影响，而文中顽健

算法的性能始终优于 Cheng 方法和 Soon 方法，从而

说明顽健算法对校正源方位偏差起到的抑制作用；3)

当校正源方位有偏差时，Cheng 方法的数值统计性能

与式(36)给出的理论曲线吻合得较好，而文中的顽健

算法的数值统计性能则与相应的CRB 曲线(式(35))较

为吻合，只是图 1 中当样本点数较少以及图 3 中当校

正源时域相关系数较大时，顽健算法的性能与 CRB

略有差距，这说明此时需要更多样本点数才能逼近

CRB；4)在上述实验条件下，当校正源方位有偏差时，

Cheng 方法的性能仍优于 Soon 方法，尤其是在低信

噪比和校正源时域相关系数较大的情况下，但这并不

意味着在校正源方位有偏差的情况下，Cheng 方法的

性能会始终优于 Soon 方法(见 5.2 节)。
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图 1 幅相误差估计均方根误差随样本点数的变化曲线

图 2 幅相误差估计均方根误差随校正源信噪比的变化曲线

图 3 幅相误差估计均方根误差随校正源时域相关系数的变化曲线

5.2 比较算法对阵列测向性能的改善程度

本节将比较 3 种校正算法对阵列测向性能的改

善程度，这也是有源校正算法性能的一种度量标

准。假设阵列流型为 8 元均匀圆阵，半径与波长比

为 0.9，各阵元的幅度因子分别为 1.00，1.24，0.77，

1.18，1.13，0.85，0.74 和 1.23，相位误差因子分别

为 0.00º，9.45º，−18.35º，18.42º，−20.54º，−17.39º，

18.24º和−18.12º，现有 2 个独立等功率且方位未知

的待测信源同时到达该阵列，其方位分别为 50º和

65º，信噪比均为 10dB，利用 MUSIC 算法进行方位

估计所用样本点数为 300，而在方位估计前，需要

对幅相误差进行有源校正。这里校正源设为 2 个等

功率信源，方位标称值分别为 60º和 85º，校正源方

位扰动方差阵仍为 [ ]diag 0.01 0.01 N＝Σ (单位

为 rad2)，即 [ ]diag 0.01 0.01＝Σ 。首先固定校正源

信噪比为 12dB，校正源时域相关系数为 0.8，图 4

给出了待测信源方位估计均方根误差随校正所用

样本点数的变化曲线；接着固定校正所用样本点数

为 600，校正源时域相关系数为 0.8，图 5 给出了待

测信源方位估计均方根误差随校正源信噪比的变

化曲线；最后固定校正源信噪比为 12dB，校正所用

样本点数为 600，图 6 给出了待测信源方位估计均

图 4 待测信源方位估计均方根误差随校正所用样本点数的变化曲线

图 5 待测信源方位估计均方根误差随校正源信噪比的变化曲线

图 6 待测信源方位估计均方根误差随校正源时域相关系数的变化曲线
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方根误差随校正源时域相关系数的变化曲线。

从图 4 至图 6 中可以看出：1)当校正源方位无

偏差时，经 Cheng 方法校正后的方位估计精度明显

高于Soon方法；2)当校正源方位有偏差时，经Cheng

方法和 Soon 方法校正后的方位估计精度都受到一

定影响，并且经文中顽健算法校正后的方位估计精

度明显高于这 2 种方法，从而再次说明顽健算法对

校正源方位偏差起到的抑制作用，进一步仿真还发

现，在上述参数条件下，若阵列不经校正，直接利

用MUSIC算法进行方位估计的均方根误差大于 3º，

因此在校正源方位有(较小)偏差的情况下，Soon 方

法和Cheng方法仍可能较大程度地改善阵列测向精

度；3)在上述实验条件下，当校正源方位有偏差时，

经 Cheng 方法校正后的方位估计精度不如 Soon 方

法，这一结论与第 5.1 节中的结论不一致，这是因为

噪声子空间拟合中的最优加权矩阵U 仅仅是针对有

限样本设计的，当出现其他模型误差时(这里指校正

源方位偏差)，该加权矩阵的作用会受到一定影响。

最后需要指出的是，在实际的阵列测向系统中，

幅度误差对方位估计的影响相对较小，相位误差在一

定范围内对方位估计的影响有时也是可以接受的(例

如方位估计均方根误差小于 0.5º)，在这种情况下，利

用文中的顽健算法进行误差校正可以进一步提高超

分辨率算法的方位估计精度。下面不妨再给出一个仿

真实验，该实验中将阵列幅相误差参数设置较小，从

而使得MUSIC算法的方位估计均方根误差小于0.5º。

假设阵列流型仍为 8 元均匀圆阵，半径与波长比为

1.2，各阵元的幅度因子分别为 1.00，1.12，0.89，1.13，

0.85，0.94，1.14 和 0.98，相位误差因子分别为 0.00º，

8.36º，−11.42º，10.48º，−7.94º，−10.32º，11.46º和

−12.67º，现有 2 个独立等功率且方位未知的待测信源

同时到达该阵列，其方位分别为 50º和 75º，信噪比均

为 10dB，利用 MUSIC 算法进行方位估计所用的样

本点数为 300，而在方位估计前，仍对幅相误差进

行有源校正。这里校正源设为 2 个独立等功率信源，

方位标称值分别为 60º和 85º，校正源方位扰动方差

阵仍为 [ ]diag 0.01 0.01 N＝Σ (单位为 rad2)，即

[ ]diag 0.01 0.01＝Σ ，并固定校正所用样本点数为

600。图 7 给出了待测信源方位估计均方根误差随校

正源信噪比的变化曲线。

进一步仿真可知，在上述参数条件下，若阵列

不经校正，直接利用 MUSIC 算法进行方位估计的

均方根误差约为 0.43º(小于 0.5º)，尽管在工程应用

中，这一精度可能可以接受，但从图 7 中可以看出，

利用文中顽健算法进行误差校正可以进一步提高

MUSIC 算法的方位估计精度，并且方位估计精度仍

高于利用 Cheng 方法和 Soon 方法校正后的方位估

计精度(当校正源方位有偏差时)，这进一步说明了

文中顽健算法对校正源方位偏差起到的抑制作用

及其在工程应用中的价值。最后需要指出的是，由

于在上述仿真条件中，校正源是统计独立的，因此

Cheng 方法和 Soon 方法的性能曲线几乎重合。

图 7 待测信源方位估计均方根误差随校正源信噪比的变化曲线

6 结束语

校正源方位偏差会影响幅相误差的校正精度，

为此该文在假设校正源方位偏差的概率分布已知

的条件下，依据子空间拟合准则和 Bayesian 估计的

理论框架[17,18]，给出了一种抑制校正源方位偏差的

幅相误差顽健校正算法，该算法实现了校正源方位

和幅相误差的“去耦合”估计，能在一定程度上克

服校正源方位偏差带来的影响，并且仅通过计算某

实对称矩阵的特征向量即可获得幅相误差的顽健

估计。理论分析表明该顽健算法的渐近性能可逼近

CRB，并且优于 Soon 方法[5]和 Cheng 方法[6]的渐近

性能(当校正源方位有偏差时)。文中的仿真实验也

验证了顽健算法的有效性和理论分析的正确性。最

后需要指出的是，在有源校正方法中，校正源的时

域统计特性往往能够先验获得，但该先验特性在基

于子空间方法的有源校正中难以得到利用，这也是

文中算法进一步改进和研究的方向。
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